Podstawy statystyKki

W opracowaniu statystycznym wynikéw badan mozna wyrdzni¢ dwa etapy:

e zbieranie wynikéw pomiardw,

e stawianie wnioskdw wynikajacych z analizy badan.

Poprawnie przeprowadzone opracowanie statystyczne powinno uwzgledniaé
nastepujace elementy:

e estymacje parametréw badanych cech w populacji na podstawie wy-
nikdw uzyskanych z badanej préby,

o weryfikacje czyli testowanie hipotez statystycznych dotyczacych
rozktadu badanej cechy w analizowanej prébie,

e modelowanie zaleznosci w populacji pomiedzy cechami czyli okreslenie
ich wzajemnych korelacji i regresji.

W literaturze krajowej mozna znalezé wiele pozycji dotyczacych podstaw
rachunku prawdopodobienstwa, wydaje sie jednak, ze najbardziej przydatne sg prace
[2], [3], [4], ktére podajg w sposdb przystepny podstawy statystyki, przyktady ich
zastosowan oraz najczesciej wykorzystywane tablice statystyczne. Do opracowan
statystycznych przydatne sg réwniez algorytmy obliczeniowe dostepne w
eksploatowanych systemach komputerowych. Sposoby zastosowania analizy
statystycznej w badaniach ruchu drogowego mozna znalez¢ w [1],[5]. Ponizej podano
podstawowe pojecia statystyki matematycznej i najczesciej stosowane rozktady
zmiennej losowej w badaniach drogowych oraz przyktady ich zastosowania.
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Podstawowe pojecia statystyki matematycznej i rachunku
prawdopodobienstwa

e Populacja generalna - zbidr majgcy przynajmniej jedng witasciwosc
wspolng dla wszystkich jego elementdéw, kwalifikujacg je do tego zbioru
oraz przynajmniej jedng wtasciwosé, ze wzgledu na ktérg moga réznic sie
elementy tego zbioru.

e Probka - podzbidr populacji podlegajgcy badaniu.
e Klasa - najmniejszy przedziat wartosci badanej cechy w prdébce.
e Dtugosc klasy - rdznica miedzy gorng i dolng granica klasy.

e Histogram - graficzne przedstawienie wynikow badania takie, ze na osi
odcietych odktada sie przedziaty klasowe, natomiast na osi rzednych
odktada sie prostokaty o wysokosci proporcjonalnej do liczebnosci
badanych klas.

e Wartosc srednig X w préobce — dla rozktadéw dyskretnych wyznacza sie ze
wzoru:

-1
X = ;;xk
gdzie: x - warto$¢ srednia,
xx — k-ty pojedynczy wynik badania,
n — liczebnos$¢ badanej probki.

Wariancja w prébce s2 jest $rednig z kwadratéw odchylers wartoéci zmiennej od
wartosci Sredniej w probce. Dla préb o matej licznosci wariancje mozna wyznaczyc¢ ze
wzoru



Odchylenie standardowe s jest miarg rozrzutu badanej zmiennej od wartosci
Sredniej, okredla sie je jako dodatnig wartos¢ pierwiastka kwadratowego z wariancji w
probce.

Dla duzych préb, n > 30, mozna skorzystac z procedury upraszczajacej obliczenia,
jednak kosztem doktadnosci. Wyniki grupuje sie w szereg rozdzielczy o r klasach i wtedy
wartos¢ Srednig i wariancje wyznacza sie z zaleznosci:

S .
XZ—Zxknk

n k=1
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gdzie: X, srodek k-tego przedziatu klasowego,

n, liczebnosc k-tego przedziatu klasowego
r —liczba klas.

Liczbe klas mozna wyznaczy¢ ze wzoru p = (0,5 — 1)\/_, gdzie stosuje sie 0,5 dla
matej liczby wartosci w probie, a 1 dla duzej liczbie elementéw w probie. W klasie
powinno by¢ minimum 5 — 7 wartosci.

Wspotczynnik zmiennosci v jest wzgledng miarg rozproszenia wynikow, mozna

g0 wyznaczyc z zaleznosci

v="2.100%
X

gdzie oznaczenia sg takie jak we wzorach powyze;.

Mediana jest to srodkowa co do wielkosci wartos¢ zmiennej uporzagdkowanej
wedtug wartosci niemalejgco w probce, czyli wartos¢, ktéra w 50% jest przekraczana.

Wartos¢ modalna (moda lub dominanta) jest to najczesciej powtarzajgca sie
wartos¢ w badanej probce.

Hipoteza statystyczna jest to przypuszczenie dotyczgce rozktadu cechy w
populacji generalne;j.

Test statystyczny jest to jednoznacznie okreslony sposéb postepowania, stuzgcy
do weryfikacji hipotez statystycznych.

Bfad pierwszego rodzaju - btgd polegajacy na odrzuceniu hipotezy prawdziwej.



Btad drugiego rodzaju — btad polegajgcy na przyjeciu hipotezy fatszywe;.

Poziom istotnosci ¢ - prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego
rodzaju. Przyjmuje sie zwykle jako bardzo mate (0,1; 0,05; 0,01; 0,001). Odrzucenie
sprawdzanej hipotezy na poziomie istotnosci ¢z =(),05 oznacza, ze ryzyko popetnienia
btedu pierwszego rodzaju jest réwne 5%.

Przedziat ufnosci u - zbudowany na podstawie wynikéw badania prébki przedziat,
ktory z okreslonym prawdopodobienstwem okresla nieznang wartos$¢ sSrednig m
szacowanego parametru populacji. W rozwazaniach technicznych przyjmuje sie
najczesciej u = 0,9; 0,95; 0,99.

Dla wartosci Sredniej w populacji przedziat ufnos$ci wyznacza sie ze wzoréow:

dla matej préby, n < 30 przy zatozeniu, ze rozktagd cechy w populacji jest normalny

<m<;+%
n—1 n—1

dla duzej préby, n > 30 przy zatozeniu, ze rozktad cechy w populacji jest normalny

- - s
X— <m<x+F,—

s I

gdzie:
F .t - wartos¢ wspotfczynnikow ufnosci dla okreslonego poziomu ufnosci u, F,

z tablic rozktadu normalnego standaryzowanego, ¢, z tablic rozktadu t-

Studenta, dla n-1 stopni swobody. Wybrane wartosci wspotczynnikdéw
podano w tabeli 1 i tabeli 2.

x - wartos$¢ srednia w probie; m — wartos$¢ srednia w populacji; n — liczebno$é
probki

Tabela 1. Wybrane wartosci F,
Poziom ufnosciu | 0,99 0,95 0,90

Warto$¢ 7. 2,58 | 1,96 | 1,64
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Tabela 2. Wybrane wartosci ¢,
iczba 1 5 10 15 20 30 60 0

stopni
swobody

u

0,95 12,71 | 2,57 2,23 2,13 2,09 2,04 2,00 1,96

0,90 6,31 2,02 1,81 1,75 1,72 1,70 1,67 1,64

Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa - funkcja okreslajaca
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zmienna losowa przyjmie okreslong wartosc.

Wspdtczynnik jednorodnosci k — okresla zwigzek miedzy wartoscig przyjeta za
minimalng na okreslonym poziomie ufnosci a wartoscig $rednia badanej zmiennej,
moze by¢ wyznaczony z zaleznosci:

gdzie : x - warto$¢ srednia

X dolna granica zmiennosci badanej cechy na przyjetym poziomie

ufnosci, ktérg mozna wyznaczy¢ ze wzoru

gdzie : ¢, - wartos¢ wspotczynnika ufnosci z tabeli rozktadu t-Studenta dla n-1
stopni swobody.

s - odchylenie standardowe

Badajac populacje ze wzgledu na dwie lub wiecej cech stosuje sie rachunek
korelacyjny i regresje.

Korelacja — okresla site zaleznosci miedzy badanymi zmiennymi, natomiast
regresja zajmuje sie okre$leniem ksztattu tej zaleznosci. Po ustaleniu, ze miedzy
badanymi cechamiistnieje silna korelacja, przystepuje sie do okreslenia funkcji regresiji,
pozwalajacej przewidywac¢ wartos¢ jednej cechy, przy zatozeniu, ze druga cecha
przyjeta okreslong wartosé.

Miernikiem korelacji jest wspétczynnik korelacji R, ktéry moze przyjmowac
wartosci z przedziatu [-1, 1]., Gdy ‘R‘ =1, to miedzy zmiennymi istnieje zalezno$¢ w
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postaci funkcji liniowej.. Gdy R = (), wtedy badane zmienne s3 nieskorelowane. Im ‘R‘

jest blizsze jednosci, tym zalezno$¢ miedzy badanymi zmiennymi jest mocniejsza.

Regresja liniowa — wystepuje w przypadku liniowej zaleznosci miedzy badanymi
zmiennymi i opisuje jg funkcja liniowa np.

y=ax+b
gdzie: x,y - wartosci pomierzone

a,b - wspotczynniki regres;ji

Regresja krzywoliniowa — wystepuje w przypadku nieliniowej zaleznosci miedzy
badanymi zmiennymi i opisuje jg funkcja nieliniowa np.

b
y=ax

gdzie oznaczenia jak we wzorze powyze;.

Okreslenie liczebnosci badanej proby

Minimalna liczebnos¢ proby zalezy od:
e dopuszczalnego btedu oceny badanej cechy, np. wartosci sredniej,

e 7adanego stopnia pewnosci, ze dopuszczalny btad nie zostanie
przekroczony.

Wyznaczong minimalng wielkos¢ préby nalezy porownac¢ z mozliwosciami
praktycznymi. Duza wymagana liczebnos¢ préby moze sie wigza¢ z kosztem lub z
czasem jej pozyskania. Mozna wtedy zwiekszy¢ dopuszczalny btad oceny lub zmniejszyé
poziom ufnosci.

Aby wyznaczy¢ liczebno$¢ proby przy zatozeniu, ze cecha w populacji generalnej
ma rozktad normalny losuje sie niewielkg prdébe o licznosci no i wyznacza sie dla niej
wariancje ze wzoru:

1 &

st = Z(xk_)_f)z

ny, =135

oraz minimalng liczebnos¢ préby n na wymaganym poziomie ufnosci u ze wzoru:

2 2
aS

b2

t

n=
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gdzie: oznaczenia jak we wzorach powyzej a b jest dopuszczalnym btedem oceny.
Zwykle przyjmuje sie wartos¢ dopuszczalnego btedu 4 jako 1, 5 lub 10 % wartosci

szacowanej. Czyli h = ,UJ_C'

Przyktad 1.

Na podstawie 10 wynikdw wstepnych pomiaréw rozktadu czasu postoju
autobuséw na przystanku, okresli¢ potrzebng liczebno$é pomiaréw, zaktadajgc 90%
pewnosci, ze btad oceny wartosci sredniej nie przekroczy 14 =5%. Pomierzone czasy

postoju autobusow na przystanku: ¢, =25,11,16,13,17,19,16,16,12,15sekund, n, =10

Wyznaczenie wartosci Sredniej:

s = 1 %(ti —2)2 :%=15,78s2

ny — 145

Wyznaczenie minimalnej liczebnosci préby, zapewniajgcej prawdopodobienstwo
rowne 0,9, ze btgd oceny wartosci sredniej nie przekroczy 5%.

Dla 9 stopni swobody (szacujemy jeden parametr a liczebno$¢ préby wynosi 10) i
poziomu ufnosci rownego 0,9 odczytany wspotezynnik ufnosci ¢, =1,83 (stosujemy
interpolacje liniowa).

Dopuszczalny btgd oceny wartosci sredniej jest rowny
b=ut=0,05-16=08s
Zatem minimalna liczebno$¢ préby powinna wynosié:

s 1,83°-15,78
n=-—7-= 2
b 0,8

=82,57

Nalezy przyjac liczebnos¢ proby na 7 =83 pomiary.

Zatem nalezy dodatkowo okresli¢ czas postoju dla 73 autobusdéw i powtdrnie
wyznaczy¢ szukane parametry.
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Przyklady rozkladow zmiennych losowych
Ponizej podano charakterystyki rozktadéw zmiennych losowych wykorzystywane
w badaniach prowadzonych w inzynierii ruchu.

Rozktad réownomierny - powszechnie stosowany w modelowaniu - jest to rozkfad
prawdopodobieristwa zmiennej losowej ciggtej o funkcji gestosci okreslonej wzorem

% dla a s x s b

f(x) =
0 dla x < a oraz x > b

Na rysunku zobrazowano graficznie funkcje gestosci prawdopodobienstwa

rozktadu rownomiernego.

Wl

wartodci x

Czestoéé wystepowania

b x
Wynik pomiaréow
Wykres funkcji gestosci prawdopodobienistwa rozktadu rownomiernego

Rozktad normalny jest ciggtym i symetrycznym rozktadem, czesto stosowanym w
modelowaniu i symulacji komputerowej do opisu predkosci pojazdéw. Funkcja gestosci
prawdopodobienstwa rozktadu normalnego o wartosci sredniej m i wariancji > dana

jest wzorem

f(x) = 5

20

2
exp[__(___)_x-m ],dla--<x<+.

o Van

Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego przed-

stawiono na rysunku ponizej.
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Czestost wyslepowanio
wrloser x

- - - e -
- -
.-----.

i

o - —— - -

>

0 -6 x
Wykres funkcji gestosci prawdépoddbieﬁstwa rozktadu normalnego

Rozktad wyktadniczy jest rozktadem ciggtym, czesto stosowanym do aproksymacji
odstepow czasu miedzy zgtoszeniami pojazdow. Funkcja gestosci rozktadu wyktadniczego
o wartosci Sredniej m dana jest wzorem:

‘l. exp(- -2) dla x = 0
f(x) =
0 dla x < 0

1)

Czeslos¢ wyslepowanio
warlosci+x

Wykres funkcji gestosci rozktadu wyktadniczego

Rozktad gamma jest rozktadem ciggtym o funkcji gestosci prawdopodobienstwa
okreslonej zaleznoscia:

—x -
_e’'x

f(X)—W,dlaO<X<OO,ﬂ,>O

Rozktad gamma mozna zastosowaé np. do aproksymacji miejsc zjazdu pojazdéw
z drogi gtéwnej na pas wytaczenia.
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Woykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Gamma

Rozktad Poissona jest rozktadem dyskretnym o funkcji gestosci
prawdopodobienstwa okreslonej zaleznoscia:

k
P(x :k)z%e_ﬂ“ dla A>0,k=0,12,...

gdzie: P(x :k) - prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa x przyjmie wartos¢
k,

A - wartos$¢ srednia w rozktadzie.

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji gestosci rozktadu Poissona.

Pi u-k!{’.

Copstos! wyStapowania
worfose: x

01 2 3 &4 5 67 89 %0VWN =x
Wynil DO rOw

Woykres funkcji gestosci rozktadu Poissona.
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Przyktad 2

W celu okreslenia
jednokierunkowej

poszczegdlnych pasach jezdni. Otrzymane wyniki przedstawiono w tabeli 3.

dwupasowej

zaleznosci
od

obcigzenia
intensywnosci

skrajnego pasa
ruchu,

ruchu drogi

w przekroju drogi
przeprowadzono pomiar intensywnosci ruchu w przedziatach 5 minutowych na

Tabela 3.
Intensywno$¢ Intensywno$¢
Lp ruchu w przekroju | ruchu na pasie Xi - Xgr Vi - Ya (Xi-xe)® | (Xi - Xe)(Vi - Yar)
drogi x; [P/h] skrajnym y; [P/h]
1 300 204 -203,08 -161,54 | 41240,24 32804,73
2 324 252 -179,08 -113,54 | 32068,54 20332,12
3 372 264 -131,08 -101,54| 17181,16 13309,35
4 408 276 -95,08 -89,54|  9039,62 8513,04
5 444 240 -59,08 -125,54|  3490,08 7416,43
6 468 396 -35,08 30,46 1230,39 -1068,50
7 492 396 -11,08 30,46 122,70 -337,42
8 516 384 12,92 18,46 167,01 238,58
9 552 384 48,92 18,46| 239347 903,20
10 588 480 84,92 114,46| 7211,93 9720,43
11 660 420 156,92 54,46 | 24624,85 8546,27
12 696 540 192,92 174,46 | 37219,31 33657,66
13 720 516 216,92 150,46 | 47055,62 32638,58
Srednia 503,08 365,54 Suma | 223044,92 166674,46

Na rysunku przedstawiono graficznie uzyskane wyniki pomiarow.

600
2
500 —
2
®
400 /ﬁ‘/Q
300 7Y y="0,7473x=10,395
/ . 2 20,8604
200
100
O T T T T
250 350 450 550 650 750
# Intensywnos¢ ruchu na pasie skrajnym yi [P/h]

Zaleznos$¢ intensywnosci ruchu na pasie skrajnym od intensywnosci ruchu w
przekroju drogi.
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Z rysunku wynika, ze w badanym zakresie mozna przyjac¢ zaleznosc liniowg miedzy
intensywnoscig ruchu w przekroju drogi i na pasie skrajnym drogi. Przyjeto zatem
funkcje regresji w postaci:

y=ox+p
gdzie:
y —intensywnos¢ ruchu na pasie skrajnym
x — intensywno$¢ ruchu w przekroju drogi
a, f wspotczynniki regresji.
Aby wyznaczy¢ wspotczynniki regresji okreslono ich estymatory a i b z réwnania
S= Zl‘,(yl' —ax _b)2
i

Metoda najmniejszych kwadratow dla liniowej funkcji regresji polega na takim
oszacowaniu parametréow a i b, aby dla danych z préby n wartosci x;oraz y; funkcja
okreslona powyzszym wzorem osiggata najmniejszg wartos¢. Funkcja S jest funkcja
dwdéch zmiennych a i b. Stosujgc warunki istnienia ekstremum funkcji dwdch
zmiennych:

n

as Z(xi _)_CX)G' _)_’)

8—:0—>a= = X

a —\2
;:(xi—x)

Z_*Z:o%b:;_a;

Gdzie x z kreskg i y z kreskg oznaczajg odpowiednio $rednie z préby dla serii xi Y.
Po odpowiednich obliczeniach otrzymuje sie wartosci:

a=0,747316=-10,395
Zatem poszukiwana funkcja regresji jest postaci:

v=0,7473x-10,395
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Gdzie y intensywnos$¢ ruchu w pasie skrajnym, a x intensywnos¢ ruchu na obu
pasach jezdni. Uzyskana zaleznos¢ jest prawidtowa w badanym zakresie intensywnosci
ruchu, tzn. od 300 do 700 P/h.
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